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s5t uwv v5xys{z�s |/}�~������y��� v5xk�L��� v5x�sLs���v �L���
vLt uwv ��xys���� |/}������������� v5xo����v z�xk�����Lz ���� �¡�¢�£¤
z�t udz v5xys{z�s |/}�~������y��� v5xk�L��� v5x�sLs���v �L���
��t udz v5xys{z�v |/}������������� v5xo����v z�xk�����Lz ���� �¡�¢�£¤
�Lt �(s�s v5xys{z�v ¥�}�¦���§ v5xkzLzLz z�x&¨��Lv�© ª�«p¤���¬
©�t �(s�s ��xYv���� |/}�®�¯����� v5xYvL�ps z�x&¨L��©L© �L���{���
¨Lt �(s{v v5xys{z�v ¥�}�¦���§ v5xkzLzLz z�x&¨��Lv�© ª�«p¤���¬
��t �(s{v ��xYv���� |/}�®�¯����� v5xYvL�ps z�x&¨L��©L© �L���{���
��t �(s{v v�©�xys���v °}�±³²�´�µ�¶�� v5xk�L�Lz z�x�sLs��L� ·�¸«
s{��t �¹s v5xys{z�v ±�}�º���µ�»¼¶�§�§ v5xk�L�L� z�x�sLs���� ½L �¾�¸���¬�¬
sLs5t �¹s v�©�xys���v °}�±³²�´�µ�¶�� v5xk�L�Lz z�x�sLs��L� ·�¸«
s5vLt �¹s v�©�xys{©L� °}�u^´�¿�¶�»¼¶���¶ v5xkz�s�� ��x�s������ ·� ��� L�L¸ÁÀ
s{z�t �Âv v5xys{z�v ±�}�º���µ�»¼¶�§�§ v5xk�L�L� v5x�sLs���� ½L �¾�¸���¬�¬
s���t �Âv v�©�xys{©L� °}�u^´�¿�¶�»¼¶���¶ v5xkz�s�� ��x�s������ ·� ��� L�L¸ÁÀ



= Ã�?�?ÅÄ8Æ{Ç�ÈÊÉ Ë ¶�t¼ÌoÍ
Ax = b

¶�§�Î
ATy = 0

�yµ���§
b
���/Ï�����ÏÁ��§�Î��¯´�²�ÐÊ¶��Ñ�yÒ

y
} Ë ��µ��Ó´�ÒLÐ¯²�»Ô§

��Ï�¶�´��ÔÒ�Í
A
����ÏÁ����Ï���§�Î��¯´�²�ÐÊ¶��Õ��Ò,��µ��Ö§�²�Ð¯Ð���Ï�¶�´��×Ò�Í

AT
}ØtÚÙ 25ÛpÜ�Ý Æ{Þ 7 Ç3ß[à

á Û�â Ä�ã�Æ 7ä98; (Ax)Ty
È

Ë�å t¼æÚ�������çÎ�Ò5è�§Q�yµ��ç© å �,�¼��§�´���Î���§�´��$»é¶������ëê
A
Ò�Í°�yµ����.ì��y¶�Ï�µ Ë sç¶�§�Î

−1
�¯§

��¶�´�µí��Ò{èîÒ�Í
A
tï}^æðµ�¶��/�¯�ç�yµ��¼Î��¯»Ô��§����¯ÒL§bÒ�Íñ��µ��Ó´�Ò�Ð¯²�»Ô§Ú��Ï�¶�´��

C(A) ò
ó ����´���� å �ç��µ��$§²�Ð¯Ð¯Ï�¶�´��

N(A)
}

Ë ´�tÓô��¯§�ÎQÒ�§��$§�ÒL§�õ�����ÒÔ�L��´��yÒ��
y = (y1, y2, . . . , y6)

��µ�¶����¯����§Q��µ��$§�²�Ð¯Ð���Ï�¶�´���Ò�Í
AT

} Ë ��µ���§��,Ð¯ÒÒLÏ���}ötÓÌoÍq��ÒLÐ��y¶�ìL���
x1, x2, x3, x4

¶����r¶������¯ì�§���ÎQ�yÒ¼��µ��/§�ÒpÎ����
Ë ������Ï÷��µ��

x ø �¼¶��×��¶����Ê¶ å Ð¯���Ö§�Ò��¼§²�» å �����ytúùñ»r²�Ð��y��Ï�Ð�� å � A
�yÒÅû�§�Î

Ax
}

ü Þ Ý á5ý Æ5Þ 4 Æ/Æ5Þ 7 Ç
Ax

7 Ç$Ä Ý�2 Ä Ý986°7 á ã8þ 4�2 Æ Û à Û ã 2rÜÁÝ á Æ Û�2
y
È�Ë ��µ�¶�� ø �

ÿ �¯��´�µ�µ�Ò�� ø ����ÒLÐ��y¶�ìL��º<¶�è$}öt
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� ÒLÐ¯²����¯ÒL§ Ë ©��rs{z��Ös��ÖÏÁÒL��§��y��t
¶�t�æb�$µ�¶��L�

(Ax)T y = xT AT y = xT (0) = 0
Ë s5t

v



å tñ�8Ò¼Í�ÒL��» �yµ��ç�¯§�´��¯Î���§�´��ç»¼¶������ ê
A
ù�Í�ÒL����¶�´�µ���Î�ìL�çè��çÏ�²���¶

−1
Í�ÒL���yµ��$§�ÒÎ��$è�µ������Ñ�yµ��ç��Î�ìL�

���y¶�������ù�¶�§�Î�¶
1
Í�ÒL�ñ��µ��$§�ÒpÎ��$è�µ������$�yµ��ç��Î�ìL�$��§�Î���} Ë �ÖÏ�ÒL�¯§��y�yt

A =




−1 1 0 0

0 −1 1 0

−1 0 1 0

−1 0 0 1

0 −1 0 1

0 0 −1 1




Ë v�t

|�§��I��§�´���Î���§�´��Ö»¼¶��y��� ê�µ�¶��ç¶ÓÒL§��ïxkÎ���»¼��§�����ÒL§�¶�Ð°§²�Ð¯Ð¯��Ï�¶�´��Ö��Ï�¶�§�§���Î å �B�yµ��Ö����´���ÒL�$´�ÒL§����¯�&�y��§�ì3Ò�Í
¶�Ð�Ð

1
}q��µ�²���ù

C(A)
µ�¶���Î��¯»Ô��§����¯ÒL§

r = n− dim(N(A)) = 4− 1 = 3
ù�¶�§�ÎÓ��µ��Õ§�²�Ð¯Ð���Ï�¶�´���µ�¶��ñ�yµ��

�L��´���ÒL�
(1, 1, 1, 1)

¶��.¶ å ¶����¯��} Ë �ÖÏÁÒL��§��y��t���Í°´�ÒL²������$�yµ��¯��´�¶�§�¶�Ð���Ò å �$´�¶�Ð�´�²�Ð¯¶��y��Î å �,µ�¶�§�Î�}

´{t��8Ò3û�§�ÎI�yµ��ÖÐ¯��Í �Õ§²�Ð¯Ð¯��Ï�¶�´��rÒ�Í�¶�§Å�¯§�´��¯Î���§�´��Ö»¼¶������ êÁù�è³�r���y¶��L�������¼¶���ÒL²�§�ÎÅ¶3´�Ð�ÒL����ÎÅÐ¯ÒÒLÏ�ù�¶�§�Î
������Ï,�y��¶�´��éÒ�Í���µ�����Î�ìL���ñè�� �yµ3����ìL§���} � ÒrÍ�ÒL�ñ�ïê�¶�»¼Ï�Ð��Õ��Í�è���ìLÒrÍ���ÒL»î§�ÒpÎ��/sÕ�yÒÖ§�ÒÎ��$vÑ��ÒÖ§�ÒpÎ��Õ�
¶�§�Î å ¶�´��¼��ÒÖ§�ÒpÎ��ÖsLùpè��Õû�§�Î3�yµ����L��´��yÒ��

(1, 0, 0,−1, 1, 0)
��§Ó�yµ��ÕÐ���Í ��§�²�Ð�Ð¯��Ï�¶�´���Ò�Í

A
} Ë ¨ÑÏÁÒ��¯§��y�yt

� ÒL»Ô��Ò���µ������úê�¶�»ÔÏ�Ð�����¶�����	
(1, 1,−1, 0, 0, 0)

ù
(0, 0, 1,−1, 0, 1)

ùp¶�§�Î
(0, 1, 0, 0,−1, 1)

}
��µ��$»¼¶��y��� ê

Ax
��� Ë zÖÏÁÒ��¯§��y�yt




x2 − x1

x3 − x2

x3 − x1

x4 − x1

x4 − x2

x4 − x3




Ë zLt

�°¶����¯§�ìÖ�yµ��çÎ�Ò���Ï���ÒÎ�²�´ú�.Ò�Í
Ax

è�� �yµ3�yµ��$û������.´�µ�Ò��¯´��$Ò�Í
y
¶ å Ò{�L����¯��Ð¯Î�� Ë �×Ï�ÒL�¯§�����t

(Ax)T y = (x2 − x1) − (x4 − x1) + (x4 − x2) = 0
Ë ��t

z



> Ã�?�?ÅÄ8Æ{Ç�ÈÊÉ Ë ¶�t � ²�Ï�ÏÁÒ����Ó�LÒ�² èñ¶�§��r��Ò�û��r��µ�� å ���&�Ö�����y¶���ìLµ��rÐ¯��§��
C + Dt

��Ò��yµ��é��¶�Ð¯²����
b = 1, 1, 1, 2

¶��ç�yµ��×�y��»¼���
t = 0, 1, 3, 4

}×æðµ�¶��Ñ�¯���yµ��¼»¼¶��y��� ê
A
��§ ��µ��

²�§���ÒLÐ���¶ å Ð��r����&�y��»
A


 C

D


 = b ò ô��¯§�ÎB��µ�� å ���&� Ĉ, D̂

¶�§�ÎB�yµ��Öµ����¯ìLµ����

p1, p2, p3, p4

Ò�Í8�yµ�¶���Ð¯��§��
Ĉ + D̂t

¶�����µ����y��»¼���
t = 0, 1, 3, 4

}
Ë�å té��µ��¯§���Ò�Í0�yµ��Ö��¶�»Ô�rÏ���Ò å Ð¯��» ¶��$¶ÓÏ���Ò�
���´��y��ÒL§ÅÒL§��yÒÓ��µ��Ö´�ÒLÐ�²�»Ô§I��Ï�¶�´��ÖÒ�Í

A
��§

R
4
}�æðµ�¶����¯���yµ��E������Ò�������´ú�yÒL�

e = b−p ò � µ�Ò{è÷è�����µé§�²�» å �����0��µ�¶��
e
����ÏÁ����Ï���§�Î���´�²�Ð¯¶��ñ�yÒ Ë è�µ�¶��.��Ï�¶�´�� ò tú}

Ë ´�t�E�������y¶�»Öx � ´�µ�»¼��Î����yÒEìL���8ÒL�&�yµ�Ò�§�ÒL��»¼¶�ÐL´�ÒLÐ¯²�»¼§��
q1, q2

Í���ÒL»Â��µ���´�ÒLÐ¯²�»¼§��
a1, a2

Ò�Í8�LÒ�²���»é¶������ëê
A
}

� ÒLÐ¯²����¯ÒL§ Ë sLs��Ös�s��rsLs�ÏÁÒ��¯§��y�yt
¶�t³��µ��ç»¼¶��y��� ê

A
�¯� Ë �ÔÏ�ÒL�¯§��y�yt




1 0

1 1

1 3

1 4




Ë ��t

�8ÒÔû�§�ÎQ��µ�� å �����
Ĉ, D̂

ù�è��ç§�����ÎQ�yÒ×��Ò�Ð��L����µ��$���������» Ë vÖÏ�ÒL�¯§��y�yt

AT A


 Ĉ

D̂


 = AT




1

1

1

2




Ë ©Lt

ÒL�

 4 8

8 26





 Ĉ

D̂


 =


 5

12


 Ë ¨�t


 Ĉ

D̂


 =

1

40


 26 −8

−8 4





 5

12


 Ë �Lt

æb�çÒ å ��¶���§Ó�yµ��$��ÒLÐ¯²����¯ÒL§
(Ĉ, D̂) = (17/20, 1/5)

} Ë vrÏ�ÒL�¯§�����t
�



�8ÒÔû�§�ÎQ��µ��$µ�����ìLµ����L��´ú�yÒL�
p
ù�è³�$��¶���� Ë zÖÏÁÒ��¯§��y�yt

p = A


 Ĉ

D̂


 =

1

20
[17, 21, 29, 33]T

Ë �Lt

å t���µ��é������ÒL�ç����´ú�yÒL�
e = [1, 1, 1, 2]T − p = 1

20
[3,−1,−9, 7]T

} Ë zQÏÁÒ��¯§��y�yt���µ��é������ÒL�$�L��´���ÒL�/���
Ï�����Ï���§�Î��¯´�²�ÐÊ¶��ñ��ÒÖ�yµ��$´�Ò�Ð¯²�»Ô§3��Ï�¶�´��çÒ�Í

A
} Ë �ÔÏÁÒ��¯§��y�yt�æÚ�$´�µ���´��3²�����§�ì¼§�²�» å ����� Ë �×Ï�ÒL�¯§�����t�	

[1, 1, 1, 1]e =
1

20
(3 − 1 − 9 + 7) = 0

Ë s{��t

[0, 1, 3, 4]e =
1

20
(0 − 1 − 27 + 28) = 0

Ë sLs{t

´{tÑæb�3²������$��¶�»×x � ´�µ�»Ô�¯Î��ÑÒL§ ��µ��3´�ÒLÐ�²�»Ô§��rÒ�Í
A
}Åæb�3�����

w1 = a1

Ë zBÏ�ÒL�¯§�����túù0¶�§�Î �yµ���§ Ë �
Ï�ÒL�¯§��y�yt

w2 = a2 −
w1 · a2

w1 · w1

w1 = [−2,−1, 1, 2]T
Ë s5vLt

ô���§�¶�Ð¯Ð �Lù{è��³»r²��&�q§�Ò���»¼¶�Ð¯��õ��®�yÒEÒ å ��¶��¯§
q1 = 1

2
[1, 1, 1, 1]T

¶�§�Î
q2 = 1

√

10
[−2,−1, 1, 2]T

} Ë z.ÏÁÒ��¯§��y�yt

�



? Ã�?��bÄ8Æ{Ç�ÈÊÉ ��µ������²��������¯ÒL§Q�¯�.¶ å ÒL²�����µ��$»é¶��y���ëê

A =
1

2




−1 1 1 1

1 −1 1 1

1 1 −1 1

1 1 1 −1




.

Ë ¶Lt�³ÒL»ÔÏ�²��y�
A2

¶�§�Î,²����Õ��µ�¶�����ÒÖ��µ�Ò{èN��µ�¶��ñ��µ���Î��ú�y����»¼��§�¶�§���Ò�Í
A
���ñ��� �yµ����

sÑÒ��
−1
}

Ë�å t ó ��������»¼��§���è�µ�����µ����
det A = 1

ÒL�
−1
}

Ë ´�tÓô��¯§�Î,��µ��$´�Ò�Íä¶�´��yÒ��
C11

´�ÒL��������Ï�ÒL§�Î��¯§�ìÖ�yÒ×�yµ��ç��§��y���
a11 = −

1

2

}
Ë Î�t��Õ²��×Ò�Í��yµ��

4! = 24
�y����»Ô�r�¯§ ��µ���� å �¯ì�Í�Ò���»r²�Ð¯¶��×Í�ÒL�

det A
ù®��µ�Ò{è�� Û ã 2

Æ Ý�2�â Ç ��µ�¶��Ô¶����
+ 1

16

} Ë ô�ÒL�×��¶�´�µG�y����» ì����L�3��µ��^´�ÒLÐ¯²�»¼§ §�²�» å �����¼Ð��¯���
4, 3, 2, 1

Ò��
2, 1, 4, 3

¶�����ÒL²^ì�ÒÔÎ�Ò5è�§,�yµ��ç»¼¶������ êÁ}Øt

� ÒLÐ¯²����¯ÒL§ Ë �������������rÏ�ÒL�¯§�����t
¶�t�æb�$µ�¶��L� Ë �×ÏÁÒ��¯§��y�yt

A2 =
1

4




4 0 0 0

0 4 0 0

0 0 4 0

0 0 0 4




= I
Ë s{zLt

��µ�²���ù
det(A)2 = det(I) = 1

ùp»Ô��¶�§��¯§�ì$�yµ�¶��
det(A) = ±1

} Ë �$ÏÁÒL��§��y��tqÌk§éÍä¶�´��
A
���³¶ç���»Ô»¼�ú�y����´

ÒL�&�yµ�ÒLì�ÒL§�¶�Ð�»¼¶������ êÁùè�µ��¯´�µQ»¼��¶�§��ñ��µ�¶���è³�$��§�Ò{èm»¼¶�§��ÓÒ�Í°������Ï���Ò�ÏÁ�����y������}

©



å té¿.Ò{è è��Å¶�´���²�¶�Ð�Ð�� ´�ÒL»ÔÏ�²����B�yµ���Î���������»Ô�¯§�¶�§��3Ò�Í
A
}��Õ§��I´�Ò�²�Ð¯Î�Î�Ò ��µ��¯�é²�����§�ìí´�Ò�Íä¶�´��yÒ�����ù

��Ò{è ����Î�²�´��y��ÒL§�ù°���y´�}3Ìo�Ñ��²���§��/ÒL²��ç�yÒ å �
−1
} Ë �^Ï�ÒL�¯§��y��Í�ÒL�ç´�Ò�»¼Ï�²p��¶����¯ÒL§�tÕô�ÒL�$�ïê�¶�»¼Ï�Ð���ù°¶�Í �y���

��Ò{èñxo����Î�²�´���§�ìÖ�yµ���û������.´�ÒLÐ�²�»Ô§QÒ�Í
A
è��ÑÒ å ��¶���§

B =
1

2




−1 1 1 1

0 0 2 2

0 2 0 2

0 2 2 0




Ë s���t

��µ���§

det(A) = det(B)
Ë s5�Lt

=
1

16
det




−1 1 1 1

0 0 2 2

0 2 0 2

0 2 2 0




Ë s{©�t

=
1

16
(−1) det




0 2 2

2 0 2

2 2 0




Ë s5¨Lt

= −
1

2
(1 + 1) = −1

Ë s{��t

´{t�º<�ú�
D
å ���yµ��Õ»é¶��y���ëê×è³��ì����ñè�µ���§Óè³��´���ÒL����ÒL²��³��Ò{èfs$¶�§�ÎÓ´�ÒLÐ¯²�»Ô§BsÕÒ�Í

A
}®��µ���§

C11

���³�yµ��
Î��ú�y����»¼��§�¶�§���Ò�Í

D
Ë ��µ������.���®§�Ò$§���ìL¶��y� �L������ìL§×����§�´��

(1, 1)
�¯��¶��YÏ�ÒL��� �y� �L����Ï�ÒL��� �y��ÒL§�	

(−1)1+1 = 1
tï}

Ë �×Ï�ÒL�¯§�����t³��µ��ç´�¶�Ð�´�²�Ð¯¶��y��ÒL§é��¯��Ð¯Î��
1

2

} Ë �ÔÏ�ÒL��§�����t
| ��²��¯´�������è³¶{�é�yÒÖÎ�Ò×���³�¯�³��Ò×²����Õ��µ����¯§��L�������$Í�Ò���»r²�Ð¯¶�}�æb��µ�¶��L��Í�ÒL²�§�ÎÓ�yµ�¶��

A = A−1
}qæb�$¶�Ð¯��Ò

��§�Ò{è �yµ�¶��ç�yµ����²�¶�§��y� �k�
C11/ det(A)

�¯�ç�!��²�¶�Ð��yÒQ�yµ��¼�yÒLÏbÐ¯��Í �Ñ��§������bÒ�Í
A−1

}Q��µ²���ùqè��Ó»r²��&�
µ�¶��L�

C11 = a11 det(A) = 1

2

}
Î�t#"�¶�´�µr�y����»mÒ�Í���µ�� å �¯ì�Í�ÒL��»r²�ÐÊ¶��¯�8¶�Ï���ÒpÎ�²�´���ù�è�µ�������è��³��¶����³Ò�§�����§��y���çÍ���Ò�»m��¶�´�µr��Ò{è ¶�§�Î/��¶�´�µ
´�Ò�Ð¯²�»Ô§�}8�°Ò.û�§�Îr�yµ����y����»Ô�8��µ�¶��q¶����

+ 1

16

ù�è³�³§�����Îr�yÒ�µ�¶{���³�yµ��ñ����ìL§��8´�¶�§�´���ÐpÒL²��q´�ÒL������´ú�yÐ���}$�.����§�ì
�yµ���§�Ò���¶��y�¯Ò�§3Ò�Í<�yµ��$Ï���Ò å Ð¯��»^ù�yµ���´�µ�ÒL�¯´����.¶����

(1, 2, 3, 4)
ù
(2, 1, 4, 3)

ù
(3, 4, 1, 2)

ù�¶�§�Î
(4, 3, 2, 1)

}
Ë vrÏ�ÒL�¯§�������¶�´�µ�t

¨


