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½ �t¾ ½ ¡°¿ex|w�ÀÁ¾�~�{��|����vÂxz¤�v'Ã�v�w�x��ª��w�Ä�v���Å�mÆ¤�v'���R�}y�ÇÈ�:w|¿�����vÉ��Ê
A
{�wË�

�eÀ�¿��R{���x ÃaÀ���{}��v �ªÀ0¿��»���ev�¯�À�x|¤��|v�vÉ¯e{}ÇÈv���w�{}�R�.�ª�aw|¿�����vªÀ�ÌÎÍ�¿��»�ª{}�Ï�Rv���ÐÑÃ���{}vÓÒ�ÐRÀ
mÆ¤�v7ÇÔ�ªx|�|{ÕÍÖ¤.��wÆ�|����×�l�Ø.w|v�v���ÃtÐ:{���w|¿�v��Óxz{}���W���ÆÃ�ÐÏv��}{�ÇÔ{��.�ªx|{}�R��À

½ Ã´¾ ½ ¡°¿ex|w�ÀÁ¾Ñm?�|y�vÙ�R� Ú��ª�}w|v ÅËmÆ¤�vÙ�|�qÄÛw|¿.�ª��vk��Ê
A
{}w��Ô�Rv���xz���Âw|y�Ãew|¿.����v1��Ê

R3
Ø-{ÜÀÝv�ÀÕØ-���R��w|{�w�x|wÂ��Ê0�Ö���R�Õp

��v���x|{}�R�È��Ê-�Rv��Óxz�R��w�ÄË{�x|¤Ôx|¤��|v�v5���RÇÔ¿��R��v��txzw�x|¤.�ªx����|vh�����Rw|v�¯Öy��e¯�v������}�.��{}��v����0���RÇkÃe{}�.�ªx|{}�R�ew�À
ÌÎÍ�¿��»�ª{}�:�Rv���ÐÑÃ���{}v�ÒeÐRÀ
mÆ¤�v7���qÄËw|¿.����v7{�wË�1w|y�Ã�w�¿.����v7��Ê

R2
Ø.�����}�}v���x|{}�R��w���ÊÎ��v��Óxz�R��whÄË{Õxz¤ ·ßÞkà ���RÇÈ¿-�R�ev��txzw�À

½ �q¾ ½ ¡°¿ex|w�ÀÁ¾�~�{��|����vÂxz¤�v'Ã�v�w�x��ª��w�Ä�v���Å
�eÀ����ªxz��{ÕÍ

A
¤.�ªwËÊ�ye�}�a���R�}yeÇÔ�Ñ�z�ª��×´À

Ã�À����ªxz��{ÕÍ
A
¤.�ªwËÊ�ye�}�����<ÄT�z���e×�À

��À����ªx|�|{ÕÍ
A
¤.��wÆ��v�{�xz¤ev��ÆÊ�y��}�a���R��y�ÇÔ�:�|����×Ï�e�R�áÊ�y��}�a�|�qÄâ�|����×´À

ÌÎÍ�¿��»�ª{}�:�Rv���ÐÑÃ���{}v�ÒeÐRÀ
mÆ¤�v'�z�ª��×Ï{}wÆÃ���x|¤Ww�ÇÖ�ª�}�}v���xz¤����:xz¤.���Ñxz¤evÉ��y�ÇÙÃ-v��h�ªÊÎ���<ÄËwh���e¯Wx|¤�v'�
yeÇkÃ-v��Ë��ÊÎ���R�}yeÇÔ��w�À
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½ ¯´¾ ½ l<ok¿ex|w�ÀÁ¾ ¼ v�x
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ÚÎ{}��¯:x|¤�v'���RÇÈ¿��}vÓxzv�w��R�}yex|{}�R�Ïx|�

Ax = b
À

mÆ¤�v'w|v����R��¯����R��y�ÇÈ�:��Ê
A
{�wáÊ��|v�vªÀ

mÆ¤�v�¿�����x|{}��ye�»���0w|���}yex|{}�R�È{}w0xz¤�v��
xp =




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0
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 .
mÆ¤�v���vÂ{}w��R��v5w|¿�v���{}���´w|�R��yexz{��R�
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−3/2
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mÆ¤�v'���RÇÈ¿���v�xzv�w��R�}y�xz{}���:���R��w�{}w�xzwË��ÊÎ���}�a��v��Óxz�R��w5��Ê?xz¤ev'Ê����|Ç




1/2

0
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A
{}w��Ùw|÷�y.����v

3× 3
ÇÔ�ªx|�|{ÕÍkÄË¤��Rw|v ¼Cø ¯�v����RÇÈ¿-��w|{�x|{}�R�°vßÍe{�w�x|w�ÄË{�x|¤Ö���Ù�|�qÄùvÓÍ��r¤.�ª��¥Rv�w�Àá~á�ª�|v�Ê�ye�}��Ð

¿����<�
{�¯�v��'����y��tx���Ê�xz¤ev5vßÍ��ª��x��
yeÇkÃ-v����ªÊ��R¿�v��|�ªxz{��R��w��|v�÷�y�{}��v�¯Ôx|�7���RÇÈ¿�yexzvÆx|¤�vhx|¤��|v�v5¿����z��ÇÈv�x|v���w
l12, l13

�ª��¯
l23
��Ê

L
���e¯úxz¤�v:w�{ÕÍû¿.���z�ªÇÔvÓxzv���wk��Ê

U
ÀûmÆ¤ev:÷
yev�w�x|{}�R�ew1Ã-v��}�qÄü���Ry��tx1ý.��w�xÈ������x|¤�v

¯�{Õ��{�w|{��R��w�Ø
xz¤�v��������-x|¤�v'Çky���x|{}¿���{}���ªxz{��R��w�Ø��ª��¯Wx|¤�v��������axz¤�v'w�y�Ãexz�|����x|{}�R�ewáxz¤.�ªxh�
����y���À
þ �R�R{�¯Ï���tÐÈy�����v���v�w|wz�ª��ÐÔ�R¿-v��z�ªx|{}�R�ew�À ½Aÿ ¿�v��|�ªxz{��R��w0�R�Èxz¤�vhv���v�ÇÈv��txzw�Ã-v�{}��¥Év���{}ÇÈ{}�.�ªx|v�¯°����v5ye����v��ßp
v�w�wz����ÐÑw|{�����v�xz¤��ªxËv���v�ÇÈv��tx��ÝwËy���x|{}ÇÔ�ªxzvhÊî�ªxzv'{}wÆ×����qÄË�Ñxz�ÈÃ-v

0
À ¾

�h��xzvªÅ ÿ x|¤�v��h���ew�Ä�v��|whÇÔ�qÐ
Ã�v��R×ÖÄË{Õxz¤ÑvÓÍ�¿��}���.�ªx|{}�R��À

½ �t¾ ½ �1¿ex|w�ÀÁ¾�� v��|v��������Æxz¤.�ªxÏ���RÇÈ¿�yexz�ªxz{��R�M�ªÊ'v����r¤ùÇkye��xz{�¿��}{�v��
lij
��v�÷�y�{}��v�wÏ����v�¯�{Õ��{�w|{��R��À%mÆ¤�v�vÓÍe���Óx

��y�ÇkÃ�v��Ë��Ê®¯�{Õ��{�w|{��R��wá{��Ñx|¤�v ¼Cø ¯�v����RÇÔ¿��Rw�{�xz{��R�:��Ê®�Ry��
3 × 3

þ {}w s À
Ì��ª�r¤���Ê?xz¤�v�x|¤��|v�vÉÇÙy���x|{}¿���{}v���w���v�÷�y�{��|v�wh�R��v�¯e{��
{}w�{}�R�Ïx|�È���RÇÈ¿�yexzvªÀ

½ Ã´¾ ½ n°¿ex|w�ÀÁ¾�� v1�|v��������®xz¤��ªx�Çky��Õxz{�¿��}{�v��|w
lij
Çky��Õxz{}¿e��Ð:xz¤ev

j
x|¤ö�|�qÄ Ãeyex'�R���ÕÐ�x|�Ïxz¤�v1��{}¥R¤tx���Ê����R�}y�ÇÈ�

i
À

mÆ¤�v'vßÍ��ª��xh��y�ÇkÃ�v��Ë��Ê®Çky���x|{}¿���{}���ªxz{��R��w0{}�Ïx|¤�v'v��txz{��|v ¼Cø ¯�v����RÇÔ¿��Rw�{�xz{��R�Ï��Ê®�Ry��
3 × 3

þ {}w
���

22 + 12

mÆ¤�vký.�|w�x��|�qÄ ½ ���R��y�ÇÔ�.¾h{}w5xz¤�vk¿e{��R�ªx��|�qÄ ½ ���R�}yeÇÔ�´¾ÆÊ��R�5x|¤�vÙý.��w�x�xdÄ��:v���{}ÇÈ{}�.�ªx|{}�R�ew�À5ÚÎ{}��w�x
l21
w|�����}v�w

A12

����¯
A13

��w5�ÔÃtÐ
¿�����¯�ye��xÂ�ªÊ"xz¤�vÉv���{}ÇÈ{}�.��xz{}���Ï��Ê"x|¤�v ½ o�ØÕl<¾Ëv��txz��Ð�ÀËmÆ¤�v��
l31���}w��Ww�������v�w

A12

����¯
A13

À���Ð�xz¤�v1x|{}ÇÈvkÄ�v°¤.���RvÈ����ÇÔ¿�y�xzv�¯
l32
ØC{�xÂÇky���x|{}¿���{}v�w5xz¤ev°�ª����y�v

���qÄâ{}�
A23

À
� �È¥�v���v��z���AØRÄ�vË¿�¤��|��w|v�¯Èx|¤�vÆ÷�y�v�w�xz{��R�Ô{��°�ÂÄá��Ðkx|¤.�ªx0����y��txzv�¯°Ê��R�Îx|¤�váÊî���Óx�xz¤.�ªx0�e�É���RÇÈ¿�y�p
xr�ªx|{}�R�k�ev�v�¯È�
����ye��{}�kxz¤eváý.�|w�x0�|�qÄ ���"ý.�|w�x0���R��y�ÇÔ�aÀ®mÆ¤�vÆx|��xr������y�ÇkÃ�v�����Ê�Çky��Õxz{�¿��}{����ªx|{}�R��w
{}�Ñ¥Rv��ev��z�ª��Ä��Rye�}¯:xz¤�v���Ã�v

(n − 1)2 + . . . + 1
À

�



½ �q¾ ½ n°¿ex|w�ÀÁ¾�� v°�|v������}�"x|¤.�ªxÉ�ªÊóx|v��
lij
¯���v�w'{�xzw
	��RÃö��Ê�Çky��Õxz{}¿tÐ
{}�e¥Ï�|�qÄ

j
x|�:xz¤�v°�|{�¥R¤tx'��Êá���R�}yeÇÔ�

i
Ø?Ä�v

w�y�Ãexz�|����xk�|�qÄ
j
Ê��|��Ç ���qÄ

i
Ãeyex1�R���ÕÐöxz��xz¤evÏ�|{�¥R¤txk��Êh�����}y�ÇÈ�

i
À¶mÆ¤evÏvÓÍe���Óx°�
yeÇkÃ-v��k��Ê

w�y�Ãexz�|����x|{}�R�ewh{��Ïxz¤�v'v���x|{}��v ¼Cø ¯�v����RÇÈ¿-��w|{�x|{}�R�Ö��ÊÎ��y��
3 × 3

þ {}w � À

���
22 + 1

À�mÆ¤ev7w�y�Ãexz�|����x|{}�R�Ñ���Ry��txh{}wË���ÕÄá��Ð
wÆxz¤�v'wz�ªÇÔvÉ��wáx|¤�v'Çky���x|{}¿���{}���ªxz{��R�Ô���Ry��tx�À

¡
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A
{}wh�ÔÇÔ�ªxz��{ÕÍÖÄË¤�{}�r¤�¤.��w5xdÄ��Öw�¿-v���{}���Cw|�R��yexz{��R��wÆxz�

Ax = 0
À þ ������xz¤�v��5w��R�}y�xz{}����w�Ø�Ä�vÙ��v����ª�}�ÜØ´�ª�|v

�}{���v��ª�á���RÇÙÃ�{}�.��xz{}����wá��Ê?xz¤�v�xdÄ��Ôw�¿-v���{}����w|���}yex|{}�R��w�À�mÆ¤�v�xdÄ��Ôw|¿�v���{»����w��R�}y�xz{}����wË���|v

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½ �t¾ ½ n°¿ex|w�ÀÁ¾�� ¤.��xË{}w
r =
�z�ª��× ½

A
¾�
�� ¤.�ªxh{�wáxz¤�v'¯�{�ÇÔv���w|{��R�:��Ê?xz¤�v'�����}y�ÇÈ�:w|¿.�ª��v

C(A)

�� ¤.�ªxh{�wáxz¤�v

¯�{�ÇÔv���w|{��R�:��Ê?xz¤�v'��y����}w|¿�����v
N(A)


��0v���ÐÑÃ���{}v�ÒeÐÏvÓÍ�¿��}��{}�:Ð��Ry��Æxz¤���v�v'��y�ÇkÃ�v���w�À
r = 3 =

½ �k���R��y�ÇÔ�ewr¾dp ½ oÙw�¿-v���{»�ª��w|�R��yexz{��R��wz¾
¯�{}Ç ½

C(A)
¾��

r = 3
¯�{}Ç ½

N(A)
¾��

2
����y�ÇÙÃ-v��á��Ê®w|¿�v���{}����w|���}yex|{}�R��w

¦



½ Ã´¾ ½ n°¿ex|w�ÀÁ¾
B
{}wË�1ÇÔ�ªxz��{ÕÍÔxz¤.�ªxË{�wáxz¤�v'w|��ÇÔvÉ��w

A
vßÍ���v�¿�x5x|¤.�ªxË{�x|wÆw|v����R��¯��|�qÄâ{�w

½ �|�qÄÛok��Ê
A
¾jp ½ ���qÄ lÉ��Ê

A
¾ßÀ�� ¤.�ªxh{}wË�1Ã.��w�{}wÆÊ��R�áx|¤�v'�
ye�}�}w�¿.����v

N(B)



mÆ¤�vÉxdÄ��Èw|¿�v���{}����w��R�}yex|{}�R�ewË��Ã-�q��v�Ø.w|{�����v
N(B) = N(A)

À
½ �q¾ ½ n°¿ex|w�ÀÁ¾

C
{�wË�ÈÇÔ�ªx|�|{ÕÍÔxz¤��ªxË{}wáx|¤�v'wz��ÇÈv'��w

A
vÓÍ���v�¿exhxz¤.�ªxË{ÕxzwÆw�v�������¯����R�}y�ÇÈ�:{}w

½ ���R��y�ÇÔ�Èo���Ê
A
¾jp ½ ���R�}yeÇÔ�:lh��Ê

A
¾ßÀ�� ¤.�ªx0{�w���Ã.�ªw|{}w�Ê��R�"x|¤�vË��y��}��w|¿.����v

N(C)

 ½�� {}�tx�Å � Ê

M
{�wá{}�t�Rv���x|{}Ã���v�Øe{ÕxáÇÔ��ÐÖÃ�v�y�w|vÓÊ�y��ax|�1×
�e�<Ä�xz¤.��xÆ{�Ê

y
{}wá{��

N(C)
Øexz¤ev��

M−1y
{�wá{}�

N(CM)
À ¾

C = AM
Ø�ÄË¤�v���v

M
{}wÂx|¤�v1ÇÔ�ªxz��{ÕÍ�¥R{���v��ö{}�Ox|¤�v1¤�{}�tx�À�� vÈ��v����R¥R��{���v1ÇÔ�ªxz��{}��v�wÂw|ye�r¤û��w

M
À�mÆ¤ev7{�����v���w|vÉ��Ê

M
�����R×�wáx|¤�v'wz��ÇÈv'��w

M
vßÍ���v�¿�x5x|¤�v

(2, 1)
v��tx|��ÐÑ{}w

+1
���ªx

−1
À

M−1
xr��×ªv�wÙ�Ñ��v���x|�R�k�ª��¯ ��v�¿��}����v�wÉx|¤�v°ý.�|w�xÙ���RÇÔ¿��R��v��tx7ÄË{Õxz¤öxz¤�vÈw|y�Ç �ªÊ�xz¤evÈý.��w�x7xdÄ��

���RÇÈ¿-�R�ev��txzw�À�mÆ¤�y�wÖx|¤�v��ev�Ä Ã.��w�{}wÔ���R��w�{}w�xzwÖ�ªÊÂxz¤�v�Çky��Õxz{}¿e�}{}���ªxz{��R�ú��Ê
M−1

xz{�ÇÔv�wÈx|¤�v

¿e�|v��
{��Ry�wËÃ.��w�{}wÆ�Rv���xz���|w�Å


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mÆ¤�v'��vßÍ�x5÷�y�v�w�xz{��R�����R����v��|�ew
M4

Ø�xz¤�v°lq¡1¯�{�ÇÔv���w|{��R�.���-w|¿.����v7�ªÊÎ�ªÍ��°�|v�����ÇÔ�ªxz��{}��v�w�À

½ �t¾ ½ lq�1¿ex|w�ÀÁ¾Ñm?�|y�vh�R� Ú´����w|v À"mÆ¤�vhxdÄ�v��txdÐ�pÜÊ��Ry����'ÍÔ�É¿-v��|Çkyexz�ªxz{��R�°ÇÖ��xz�|{���v�w��ª�|vË{}��¯ev�¿�v���¯�v��txáÇÈv�ÇkÃ�v���w
��Ê

M4


�ÌÎÍ�¿��}��{}�ÑÃ���{}v�ÒeÐRÀ
þ x5ÇÈ�Rw�x'lq¡1ÇÔv�ÇkÃ-v��|wÆ��Ê?xz¤e{}wÆw|¿�����vÉ�����WÃ�vÉ{���¯�v�¿-v���¯�v��txhÃ�v����ªy�w|vÉ{�xË{�wË�Ñl�¡°¯e{}ÇÈv���w�{}�R�.�ª�-�Rv���x|�R�

½ Ã´¾ ½ lq�1¿ex|w�ÀÁ¾Ñm?�|y�vË�R� Ú��ª�}w|vªÀ mÆ¤evËxdÄ�v��txdÐtpjÊ���y�����Íe�É¿�v��|ÇÙyexr�ªx|{}�R�1ÇÔ�ªx|�|{}��v�w"w�¿.���
M4


 ½�� {���x�Å®{�w0���tÐ°�|�qÄ
w�y�Ç)¿��Rw|w�{}Ã���v�
<¾1Ì"Í�¿��}��{}�ÑÃ���{}vÓÒ�ÐRÀ
m?�hw�¿.���'xz¤�v0w�¿.����vªØ�vÓ�Rv���ÐÉÇÖ�ªx|�|{ ÍÂÇkyew�xCÃ�v��Ë�}{���v��ª�����RÇÙÃ�{}�.��xz{}���Â��Ê�¿-v��|Çky��}�ªxz{��R�ÂÇÔ�ªxz��{}��v�w�À
mÆ¤�{�w5{�w5{�ÇÔ¿��Rw|w�{}Ã���v�À�� ¤tÐ�
���v�����yew|vÙvÓ�Rv���Ð��|�qÄÛ��Ê0�°¿-v��|Çky�xr�ªx|{}�R�WÇÖ��xz�|{ ÍÑw|yeÇÔwËxz��lRØ´w|�
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