
��������� 	�

������������
�����
������  "!$#&%'� (*)+���-,.��
0/�132-�����

46587:9<;>=@?
A
B
C
D

EGF-HJILKNMLOQPSRNTVU WJX�Y[ZS\&]_^ `badcfehgji@adkl`

KNm&Z�X-]nZSo_\pI�o_m&Zrq-F�HsILI�Z�o_\ut
X�t�\&F-Wv^

w8x yzw|{ }8~�w���w �.���b�����������Q� }8~&�Q��� ��~&����}�� ���Q�:���Q�
}Qx yzw|{ }8~�w���} ���������������¡  }8~�w8��} ��~u¢Q¢���{ £��Q��������¤
��x yzwQw }8~�w���} ���������������¡  }8~�w8��} ��~u¢Q¢���{ £��Q��������¤
¢�x yzwQw }8~�w���w ����¥¦���Q�¨§�� }8~©}Q}¡ª ��~«w8¬��Qª �
�n­��¡�Q®��
¬Qx yzw8} }8~�w���} ����¯�°���±³²´��§ }8~&��¢Q� ��~&�Q�Q��{ µQ¶
µ��|·:�¡®
��x yzw8} }8~�w���w �.���b�����������Q� }8~&�Q��� ��~&����}�� ���Q�:���Q�
�Qx y¸w }8~�w���} ����¯�°���±³²´��§ }8~&��¢Q� ��~&�Q�Q��{ µQ¶
µ��|·:�¡®
��x y¹} }8~�w���} º�����»���§�� }8~&�Q��� ��~&����}�� £�¼
��®�­
ª�x yS� }8~�w���} ����¥¦���Q�¨§�� }8~©}Q}¡ª ��~«w8¬��Qª �
�n­��¡�Q®��



A ��B:D��������
	 y���
³���n»����¨ �
 �Q§�
 �s�����Q»� s�¡§
m
���

n
²´�¡ ���
��

A � �Q������
����

Ax =







1

1

1







�:��� = � � �"!$# � ;%��= � �¡§�°
Ax =







0

1

0







�:����&�' 7)( � !+*,��= & � �-!$# � ;$��= �

. �Qx0/1
32Q� ��±³±54��Q���6
���±³�7
 § � �Q�¨²´�� 8
 ��§ �����Q»�  m
��§�°

n
��§�°  8���$�«�¡§��

r
� � A

�
. ��x09:
 §�°b�¡± ±_�¨�Q± »
 8
 ��§��� «�

Ax = 0
��§�°;&�' � ! 7�;>=<*"�"#@5´7:= �>= & 5 �

. ��x@? �6
³ �� °��A� §S��§S�B����²@4�± � � � �L² �¡ «�6
3� A
 ��:�¡ DC� «�  8���f°���������
�4
 8
 ��§E
³§

4:���©  . ��x �

FHGJILKNMPOQGJR"S

. �Qx
Ax =







0

1

0







�:��� GJR5T �¨�Q± »� �
 �Q§
=⇒ N(A) = {0}

�¨�
r = n

� . �J± �¨��U
m = 3

��
³§����
Ax ∈ R

3
� x

Ax =







1

1

1







�:��� §�� ����± »� �
 �Q§
=⇒ C(A) 6= R

3
U:�¨�

r < m
�

y��������������¦ V���W4+�Q�¨��
X��
 ±X
³ 8
³���>Y m = 3

r = n = 1

�¡§�° m = 3

r = n = 2

�

. �:x;Z[
³§����
N(A) = {0}

. �+�>����»����
Ax =







0

1

0







�:���
1
�¨�Q± »� �
 �Q§:x\U: 8�������]
³�¦� »�§�
���»��3���Q±³»� 8
³�Q§V ��

Ax = 0
U"����
X���^
³�_��± ������±3�

x = 0
� .Q` ��§;�+���a
³ ������

x =
[

0
] �Q�

x =

[

0

0

] °��a4���§�°�
 §�b �Q§^
 �
n = 1

�Q�
n = 2

� x

. ��x
A
����»�± °D���







0

1

0







�Q�






1 0

0 1

0 0







. ²´�¡§c�´² �����74��Q���6
���
³±�
³ �
 ����x �

}



B ��B:D��������
	 y����
3
�c�

3
²´�� «��
��

A
����°�»������� ��  ���� 
 °���§� �
³ V�.² �¡ ���
3�

I
���. 8��� � �Q±³± ����
 §�b� 8���¨���

�����¹� 4������¡ 8
³�Q§�� . 
 § �Q�¨°����«x\Y

E21

Y Z
»��� ��«���  
4 (
�����¸w

) � ���Q² �����r}n�
E31

Y Z
»��� ��«���  
3 (
�����¸w

) � ���Q² �����¹�
�
E23

Y Z
»��� ��«���  J�¨���r� � ���Q² ����� }n�
. �QxW? �6
³ ��  8��� 
³§c2����¨���-²´�� «��
��

A−1

 §¦ �����² ��� �  8��� E

� ������� & =;( ��� � # � &
A

−1
�

. ��x@? �:�¡  
 �� ����$�Q��
Xb 
 §���±+² �¡ ���
3�
A �

. ��x@? �:�¡  
 �� ����$± �������� «�6
 ��§�b�»�± ��� � ���� ��Q� L

³§

A = LU �

FHGJILKNMPOQGJR"S

. �Qx �_4�4�±X�  8���� ���������� 4������¡ 8
³�Q§��  ��
I
U)
>� �¡�

A−1 = E23E31E21

Y






1 0 0

0 1 0

0 0 1






−→







1 0 0

−4 1 0

0 0 1






−→







1 0 0

−4 1 0

−3 0 1






−→







1 0 0

−1 1 −1

−3 0 1






= A−1

. �:x �_4�4�±X�  8���1
³§c2����¨��� � 4+���«�¡ �
 �Q§���
 § ���\2Q���¨��� �Q��°����� «�
I
U)
 � ���

A = E−1

21
E−1

31
E−1

23

Y






1 0 0

0 1 0

0 0 1






−→







1 0 0

0 1 1

0 0 1






−→







1 0 0

0 1 1

3 0 1






−→







1 0 0

4 1 1

3 0 1






= A

` ���a���






1 0 0

4 1 1

3 0 1













1 0 0

−1 1 −1

−3 0 1






=







1 0 0

0 1 0

0 0 1







. ��x
L =







1

4 1

1













1

1

3 1






=







1 0 0

4 1 0

3 0 1







�

�



C ��B�� �������
	 y���
³�
3
���

4
² �¡ «�6
3� °��a4���§�°����Q§

c
Y

A =







1 1 2 4

3 c 2 8

0 0 2 2







. �Qx�� G�� T��	��

c
C:§�°b� ������
³� � ���� 8���1����± »�² §6��4:� ��� � � A

�
. ��x�� G�� T��	��


c
C:§�°b� ������
³� � ���� 8���$§�»�± ±³��4:� ����� � A

�

. ��x�� G�� T��	��

c
C:§�°  8���1����²@4�±³�� ������Q±³»� 8
³�Q§

x
 ��

Ax =







1

c

0







�

FHGJILKNMPOQGJR"S

. �QxV¯�±�
³²@
³§:�¡ �
 �Q§Wb 
X2����






1 1 2 4

0 c − 3 −4 −4

0 0 2 2







�¨�  ������¨� ������ V���@���������aY


 � c 6= 3
U
c− 3


 ��� 4�
32Q�� ���§�°
U =







1 1 2 4

0 c − 3 −4 −4

0 0 2 2






−→ R =







1 0 0 2

0 1 0 0

0 0 1 1







�¨�´� �:���6
 � � �Q� C(A)

 �� ����7C:���© s ��������1���Q±³»�² §���� � A

Y
















1

3

0






,







1

c

0






,







2

2

2

















�


 � c = 3
U
c − 3 = 0

��§�°
U =







1 1 2 4

0 0 −4 −4

0 0 0 0






−→ R =







1 1 0 2

0 0 1 1

0 0 0 0







�¨�  «������ 8���1C����¨ J��§�°V ���
 �¨° ���Q±³»�² §���� � A
���s� �:���6
 � � �Q� C(A)

Y
















1

3

0






,







2

2

2

















�

¢



. �:x 
 � c 6= 3
U
 8���$��4��a�>
 ��±_���Q±³»� 8
³�Q§���b 
32Q�

N(A) =























x4













−2

0

−1

1




































 � c = 3
U
 8���$��4��a�>
 ��±_���Q±³»� 8
³�Q§���b 
32Q�

N(A) =























x2













−1

1

0

0













+ x4













−2

0

−1

1



































. ��xV� �0
 §��64+�>�� 8
³�Q§HU
xp =













0

1

0

0














 � �Q§��74����¨ �
���»�± �����¨�Q± »
 8
 ��§ . �� ����������������>�� J��§�� � �����«x

� �Q� c 6= 3
U� ����1���Q²W4�±³�� «���¨�Q± »
 8
 ��§ 
 �













0

1

0

0













+ x4













−2

0

−1

1













� �Q� c = 3
U� ����1���Q²W4�±³�� «���¨�Q± »
 8
 ��§ 
 �













0

1

0

0













+ x2













−1

1

0

0













+ x4













−2

0

−1

1













¬



D ��B:D��������
	 . ��x 
 � A

³� �

3
���

5
² �¡ «�6
3�-U����:�¡ �
 § � ����² �¡ 8
³�Q§ °�� �Q��»E�:� 2�� �����Q»�   ����

§�»�± ±³��4:�����$� � A �
. ��x Z
»�4�4��Q�¨���¨�A�S� 4����«�� 8
 ��§����Q§

A
± ���¡°  «�  8��
³��²´�¡ ���
��

R =
���
µ��

(A)
Y

R =







1 4 0 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1







? �6
³ ��$��± ±���§���� §;
 § � �Q�¨²´�� 8
 ��§ �����Q»� � ����1���Q±³»�² §���� � A
�

. ��x 
 §L ���� 2Q�a�  «�Q� ��4������
M

� � ��± ± 3
���

3
²´�� «��
X����� . �Q��» ����»�± °,���¡± ±� 8��
 � �

²´�� «��
��.�64:������x\U����:�¡ ��¨»�����4������
S

 ���64:��§�§���° ��� ��±³±�4��Q���6
���±³������� �¨��°�»�����°

�a������± �Q§ � �Q�¨² � R �

FHGJILKNMPOQGJR"S

. �Qx
N(A)

�:��� °�
 ² ��§���
 ��§ ��M I�T����\M
2
. ��§�°b�¡  ² ���¨ 

5
x �

. �:x .�� � �A� x ` �Q± »�² §���w�U�¢�U�¬.� � A � �Q��² � �:�¡��
 � � ��� C(A)
�

.
≈
A���� x ` �Q±³»�² §�}]
³�

4 × (
` �Q±³»�² §Nw

) �
` ��± »�² §V� 
³�







0

0

0







�

. ��x
A =

















a b c

0 d e

0 0 f

















U� ����$���  J� � »�4�4+���  ���
 ��§�bQ»�± ��� ² �¡ ���
��������

. � �:����
³� � � �6
3� �>������±³�Q§ � �Q��² ��
 �
















1

1

1






,







1

1






,







1

1






,







1





,







1 1





,







1 1
















� x

�


