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 � ³����~�W�¡�
A � � y����#������ �©

Ax = 0 � ��� ������� �¤ª��\vo���~��� � ��ª�����ª ³�� � �W �� �

x1 =




1

1

1

0




�� �©
x2 =




−2

−1

0

1




! �Wq#"k��« ��«$�~��� �  �%o� � ��� A � � y&�'� ����(� �© � �������*)2�¡��©�³�����©���� � ��ª �W ,+��W��«
R
|

! ��q.- �  �© � � �­© � « �� �� � �W ��*��+ ��ª¬ª/+��W³��0+�³� �©���« �� ��x��ª��¡³����1���������
C(A)

�
N(A)

�

C(AT)
�
N(AT)

|
2 �W³ � �43W�#�� ��W³�% �5�  6+�����« ��� � �W  ����(� �©7���������8+��W�%�� �� �W�5« �W�¡�­��+�� � ���¡�
��³��������������:9;(� �©�� � �W�¡�0����������|
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B ��F �#C �(B � A�A�� �*	���
 ! ��q.- �  �©1� � � �  �3������¡����+��5y ��� y*³��6� ������� � �� �%W³�ª ���n« ���¤� � � U
�') � � �

=��~=�����7�� �� ��¤� � ��� a, b, c, d, e, f
| 2 �W³ ���W³�ª¬©1³���� ����+ �������W���n�� �©o� � � +��W��«o³�ª �

+��W��� � � �  �3W���¡����|���� � ����� � ��ª ��� ��³����$w¢²��W�¡©��� \��ª � « �  ���� � �W d|

- �  �©(� � � �  �3W�����¡�5��+ U =




a b c

0 d e

0 0 f



|

! ��q � ³����~�W�¡�%� � �0���Wª¬³�«  �� ��+
U
�����5� � %W�� �3W� �����W����� +N� « ���¤� � � A

| � � �*)j� � ���

A � � ��ª¬��� ³����~�����¤� � �� 6%W³�ª ����|
! �zq ¨ �6��ª � �  �) � ��� ��� � U 	

8�=<=�� � �~�5� � �o����« �5«­���¤� � �\����� � �0(����¡� + �������W� �  
� � � � �  �%W³�ª ����
���ª¬³��
��� ���W«�� ��� � � � �W  A = UΣV T

|
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C ��C �#C �(E � A�A�� �*	���
 ! ��q
A
�� �©

B
����� �� �� «­���¤� � ����� ) � � � � � �­����« �  �³�«$�~���5��+��¡�
) ��|

� � ��� ���� ����W³T�¤�4� !��������
	���
������������������������ �!� q����~�W³��P� � �0���W«������ � ���� 
��+

�¤�� ��­��+
A

���� ��­� +�� � � ��ª � �x�­« ���¤� � �
[
A B

]

! ��q � ³����~�W�¡�
B = A2

|#"P�*) ©��*� � �W�¡�P���� ���� ���W«��������%$�¨ � ��ª � �  ����W³������������W fw

�  �%�|
! �zq�& +

A � � m
���

n
��+����� ��

r
� ) � ���������k� � �P© � « �� �� � �W �����+�� � ���¡�� �³�ª ª¬����� �����'$

( ³�ª ª¬��������� ��+
A

( ³�ª ª¬����� ��� ��+ [
A A

]
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D ��C �­D �(E � AfB � �*	���
 � ³6��� �����
A � � � ¥8���(y1«­���¤� � �­�� �© Ax � �� �� 3W���P�����¡� ! ��� ��� ��� ) � �� 

x � ��� � � �������&3W��� �¤�W�¤q |

! �Wq � � ��� �z��  ���W³����4�\��� ��³���� � � ���Wª ³�«  ���� +
A

$

! ��q � � �*)�� � ��� ATAx � ����ª¬���o ���3W���������¡� ! � �6������� ) � ��  x = 0
q ���­��� ��ª � �   �  �%

� ��� � ��� �(�¢�¤� � �
& +

ATAx = 0
� � �� �� ��3 � ��³���ª�� xTATAx = 0

�� �©#� � ��  ! � " 2 $9q
Ax = 0

|
! �zq � �1 ��
)s�� ��*)±� � ��� ATA � � �  �3����¡� � ��ª¬��|*¨ � ��ª � �   ) � � B = (ATA)−1AT

� �%���W �� wh� � ©���© �  �3W�����¡�#��+ A
! ) ��� � � � � ©��­��+ A

$�q |
B � � ( ��r �Lv9wm� � ©���©

�  �3W�����¡�5��+ A
! �
	���
������ ����� �

�
� q |
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 & +
A � �(y7�'� y � �f« « ����� � ��� �W� � � � 3W�T©�� (�  � �¤� �P� � ��  Aqi = λiqi

) � � �
� �W� � � � 3W� � � %W�� �3���ª ³���� �� �©\�W�¡� � �W ��W�¡«­��ªd� � %W�� �3��������W��� qi

|
� ³����~�W���

x = c1q1 + c2q2 + c3q3

|

! �Wq�� �W«���³��¤�
xTx

�� �©\��ª �¡�
xTAx �  (�����¡« � ��+<� � � c �

�P�� �©
λ �
��|

! ��q����
�W� �  �%(����� � �1�¤��� � � � + xTAx �  ������¡� ! ��qP© � 3 � ©���© ���
xTx �   �����¡� ! ��q��

) � ��� c �
� ) ��³�ª ©\«­����� � � ��� �¤��� � � ��� ª ���1%W� ��� �~�W��� � ��ª¬� $ 2 �W³,�z�� ����¡��³�« �

λ1 < λ2 < . . . < λn

|�� �W 6��ª ³�� � ��  �k� � �o����� � � xTAx/xTx � � � «­� � � «o³�«
) � ��  x � � |
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F �¢D��­D � D � AfB � �*	���
 ! ��q.- �  �© ��ª �  ��z��� ����«$� �  ���� � �W  w
��+�� � � ª �  ��z���¡ª � �  �©����~�� �©��� �� 3W��� w

�¤�W�¡�
v
�� �©

u
� � ��� � � � �����~�� �© � ��³�ª ������� u

|
! ��q.-��W�k� � �1vuw:����ª ³�«  �« ����� � � A =

[
u v

] � (� �©
Q

! �W�¢� � �� ��W��« ��ª����Wª ³�«  ��¤q
�� �©

R
! v ���\v1³����~������� � �� �%W³�ª ���xqN���1� � ��� A = QR

|
! �zq�&h �������« �k��+

Q
�W �ª � ��³�� �  6% A = QR

��(� �©�� � �0�������¡� ��� � �W \«­����� � � P
�W ��¤�

� � � ��ª �� �� �1���� � ���©����
u
�� �©

v
|
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G �¢D��#C � D � A�A�� �*	���
 ! ��q.- �  �©#� � � � � %W�� '3���ª¬³������ +

C =




0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0




�� �©
C2 =




0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0




.

! ��q­r � �W�¡�����¡� � ��� � �~����«%³��x��� � �W  « ����� � ������| � � ��� ����� � � � � � �  �3W���¡����� C−1

�� �©
(C2)−1

$

! �zq.- �  �©(� � � ©��������¡« �  ��� ��¤����+ C
�� �©

C + I
�� �©

C + 2I
|
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H �¢D��#C � D � A�A�� �*	���
 � ³6��� �����5� �¡��� �x�� �%�³�ª ����« ����� � � A � ��� �  �©����~�� �©��� �� ���Wª¬³�«  ���|

! �Wq�"P�*) ©�� �W��³ (� �© � � � �~���¢� ª¬�z���¢� ����³����¡���­�¡�Wª ³
� � ��  x̂
�¤�

Ax = b
$ � �

�x��� �  �% � � �W�¡�%�¡������� � % � 3W�*« �5� +��W�¡«o³�ª � ! ª ���¡�¤�����k ����k �³�«$�~�����¤q +��W�
x̂
�� �©

��ª �¡� +��W�
p = Ax̂

|
! ��q­r � � ����� �¡����� � �W  p � � �  $) ��� � � +�³� �©���« �� ��x��ª���³�������������������� � � ���¤��© ) � � � A

$

r � �*�����¡�W� 3W� �����W� e = b − p � � �   ) ��� � � +�³� �©���« �� ��x��ª���³������������ $
! �zq.- �  �© ��� �� '�L« � � � �f©T� � �&���¡���¡��� � � ��  « ����� � � P

�W ����(� � �&���Wª¬³�«  T���������
��+

A
�

A =




1 0

3 0

0 −1

0 −3



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I ��C �­D � D � A�A�� �*	���
 r ��� � ��³����¡� � �W  � ��� � �W³
� � � ��« ����� � ������) � � � y � � �� 5� � � « � �   © � ��%W�W ���ª �
v
�
� �W #� � � © � ��%��W ���ªd��� �*3����@p � ���W \� � � © � � %W�W ���ª � ��ª �*) |

A1 =
[
3
]

A2 =


 3 2

1 3


 A3 =




3 2 0

1 3 2

0 1 3


 An =




3 2 0 0

1 3 2 0

0 1 3 ·

0 0 · ·




! �Wq � � ���P���¡� � � � ©��������¡« �  ��� ��¤����+ A2

�� �©
A3

$

! ��q­r � � ©��������¡« �  ��� �����+ An � � Dn

| � ��� ����+ �������W��� ��+<���*)sp*�� �© ���Wª ³�«  Lp����
(� �©(� � �  �³�«$�~���¡�

a
�� �©

b �  (� � � ��� ��³��¡� � 3�� +�����«o³�ª �0+��W�
Dn

�

(∗) Dn = a Dn−1 + b Dn−2 .

! �zq­r ��� � � �f³���� � �W  (∗) � ��� � � �¤��« � ���

 Dn

Dn−1


 =


 a b

1 0





 Dn−1

Dn−2


 .

-����W«0� � ��� � %W�� �3���ª¬³�������+�� � ����« ����� � � � � �*);+ ���¢��©��5� � �P©���������« �  ��� ��¤� Dn

%W���*)�$ ! & + �W��³�© � ©�  � � (� �© a
�� �©

b
�����4� � �*) ���W³ ) �W³�ª ©\�� �� ) ��� �����¡� ! �zq

+��W� �� ��
a
�� �©

b
q -��W� p � � �  ��4�6(� �© D5
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